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УЗАГАЛЬНЕННЯ ЕЙЛЕРОВОГО ІНТЕГРАЛУ ПЕРШОГО РОДУ 
Background. The new generalization of Euler’ integral of the I-kind (beta-functions) is considered, its main proper-
ties are investigated. Such distributions have a special place among the special functions due to their widespread use 
in many areas of applied mathematics. 
Objective. The aim of the paper is to study the generalization of the new r-generalized beta-function and its applica-
tion to the calculation of the new integrals. 
Methods. To obtain results the general methods of the theory of special functions have been used. 
Results. The article deals with new generalization of Euler’ integral of the I-kind. For the corresponding r-
generalized beta functions were obtained important functional relations and differentiation formulas. For a wide ap-
plication in the theory of integral and differential equations are important theorems on the connection of new beta 
functions with classical hypergeometric functions, Macdonald’ and Whittaker’ functions. 
Conclusions. Considered in the article new generalization of Euler’ integral of the I-kind opens up opportunities for 
the use of Euler’ integrals in the theory of special functions, in the application of mathematical and physical prob-
lems. In the future we plan to use r-generalized beta functions to solve the new problems of the theory of probability, 
mathematical statistics, the theory of integral equations, etc. 
Keywords: generalization of Euler’ integral of the I-kind; r-generalized beta function; hypergeometric function; Mac-
donald’ function; Whittaker’ function. 
Вступ 
При розв’язанні різноманітних задач ма-
тематичної фізики, астрофізики, квантової ме-
ханіки, теорії ймовірностей і математичної ста-
тистики, біомедицини тощо виникають спеціаль-
ні функції різної природи та складності. Кіль-
кість спеціальних функцій за останні десятиріч-
чя різко зросла у зв’язку з широкими потреба-
ми практичного застосування теорії диференці-
альних та інтегральних рівнянь, із розвитком 
обчислювальної математики, загальної теорії ана-
літичних функцій тощо [1—6]. 
Серед спеціальних функцій бета-функції по-
сідають особливе місце завдяки їх широкому 
застосуванню як у теорії спеціальних функцій, 
так і в багатьох розділах прикладної математи-
ки [2, 4, 7—9]. 
Постановка задачі 
Мета статті — розглянути нові узагальнення 
ейлерового інтегралу І-го роду (бета-функції), 
дослідити їх основні властивості, подати при-
клади застосування. 
Означення узагальненого ейлерового інте-
гралу І-го роду 
Узагальнений ейлерів інтеграл І-го роду 
(або узагальнену бета-функцію) подамо у ви-
гляді 
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де 11 […] — узагальнена функція Фокса—Райта [1]. 
При , 0c a r   (1) зводиться до класичної 
бета-функції ( , )B x y  [7]. 
Дослідимо основні властивості функції 
( , ; ).B x y r  
1) Функція ( , ; )B x y r  — симетрична щодо 
параметрів , .x y  
Справді при заміні 1t t   у (1) матимемо 
            ( , ; ) ( , ; ),Re( ) 0.B x y r B y x r r           (3) 
2) Формули диференціювання щодо r  ма-
ють вигляд: 
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де ( ) ( ) , Re( ) 0, 0,1,2,3,...
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3) Теорема 1 (функціональне співвідношення): 
        ( , 1; ) ( 1, ; ) ( , ; ).B x y r B x y r B x y r          (6) 
Дов е д ення. Ліва частина (6) має вигляд 
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після простих алгебричних перетворень мати-
мемо 
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тобто одержано праву частину (6). 
Теорема 2. За умов існування ( , ;B x y r) 
справедлива така рівність: 
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Теорема 3 (про зв’язок із функцією 2 1F ). 
За умов Re( ) 0, ( , ) ,  0,  0;  ,r R x y       
 — довільні комплексні числа справедлива така 
формула: 
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Дов е д ення легко здійснюється з (1) за 
допомогою простих підстановок 
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та відповідних перетворень: 
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Знову міняємо порядок сумування та інтегру-
вання у (10), матимемо 
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Застосовуємо формулу Лежандра [7], тоді 
сумування в (11) спрощується і дає гіпергеомет-
ричну функцію 
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Отже, маємо (8). 
Теорема 4 (про зв’язок із функцією Мак-
дональда). 
Справедлива рівність 
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покладемо , ,x y     тоді одержимо 
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А цей інтеграл можна розглядати як інтеграль-
не перетворення Мелліна функції ,1 1 ( ;r a  c; 
 1( 2))r t t    щодо ,  що і дає (12). 
Теорема 5 (про зв’язок із функцією Вітте-
кера). 
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Наслідок. 
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Справді, поклавши 1
2
   у (15), матимемо (16). 
Теорема 6. За умов існування функції 
( , ; )B x y r  виконується рівність 
      
0
( , ; ) ( , 1; ) .
n
B x y r B x n y r


           (17) 
Дов е д ення. Замінюємо в (1) член 1(1 )yt 
 рядом  
1
0
(1 ) (1 ) ,y y n
n
t t t


     
тоді 
1
1 ,
1 1
0 0
( , ; ) (1 ) ; ; ,
(1 )
x n y r
n
r
B x y r t t a c dt
t t
    

         
звідки маємо (17). 
Теорема 7. Справедлива формула 
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Виконавши перестановку порядку інтегрування 
та сумування, матимемо (18). 
Теорема 8. Справедливі такі інтегральні 
зображення функції ( , ; ) :B x y r  
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Формули (19)—(25) випливають із озна-
чення узагальненої бета-функції (1) за допомо-
гою нескладних підстановок. Наприклад, за до-
помогою підстановок  
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1 1
t t t
           
отримаємо відповідно формули (19), (22), (24). 
(20)
(21)
(22)
(23)
(24)
(25)
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Подамо приклади застосування функції 
( , ; )B x y r  до обчислення інтегралів, відсутніх у 
науковій та довідковій літературі. 
Наприклад, із (21) при , 2c a x y    одер-
жимо: 
        
1
2
2
0
4 1
(1 )exp (2,2; );
161
r
t dt B r
t
           (26) 
із (20) при ,  1:c a x y    
           
2
2
0
4
sin 2 exp (1,1; );
sin 2
r
t dt B r
t

          (27) 
із (23) при , 1:c a x y    
    
1 2 2 2
2 2 2 2
1
(1 ) 4 (1 )
exp (1,1; ) .
(1 ) (1 )
t r t
dt B r
t t
           (28) 
Примітка. Узагальнені неповні бета-функ-
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Зауважимо, що для функції ( , ; )xB l m r  
справедливі 
1) формули відображення: 
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Висновки 
У статті запроваджено узагальнені ейлерові 
інтеграли І-го роду (r-узагальнені бета-функції), 
доведено їх важливі властивості, зокрема симет-
ричність відносно параметрів x та y, отримано 
формули диференціювання щодо параметра r, 
функціональні співвідношення. Для подальшо-
го широкого застосування при розв’язанні за-
дач прикладної математики важливими є дове-
дені теореми про зв’язок узагальнених бета-функ-
цій із класичною гіпергеометричною функцією, 
функцією Макдональда та функцією Віттекера. 
Розглянуті в статті нові узагальнені ейле-
рові інтеграли І-го роду відкривають ширші мож-
ливості для використання ейлерових інтегралів 
і у теорії спеціальних функцій, у прикладних 
математичних, фізичних задачах. 
Результати статті — нові, вагомі, перспек-
тивні, тому планується застосувати r-узагальне-
ні бета-функції до розв’язання задач теорії ймо-
вірностей та математичної статистики, до теорії 
інтегральних рівнянь, біомедицини тощо. 
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Н.О. Вірченко, О.В. Овчаренко 
УЗАГАЛЬНЕННЯ ЕЙЛЕРОВОГО ІНТЕГРАЛУ ПЕРШОГО РОДУ 
Проблематика. У статті запроваджено нове узагальнення ейлерового інтегралу І-го роду (бета-функції), досліджено їх 
основні властивості. Такі узагальнені функції посідають особливе місце серед спеціальних функцій завдяки їх широкому засто-
суванню в численних розділах прикладної математики. 
Мета дослідження. Вивчення нового узагальнення бета-функції та його застосування до обчислення нових інтегралів. 
Методика реалізації. Для отримання результатів було використано загальні методи теорії спеціальних функцій. 
Результати дослідження. Запроваджено нове узагальнення ейлеревого інтегралу І-го роду. Для відповідних r-узагаль-
нених бета-функцій було отримано важливі функціональні співвідношення та формули диференціювання. Для широкого засто-
сування в теорії інтегральних і диференціальних рівнянь є суттєвими теореми про зв’язок нових бета-функцій із класичними гі-
пергеометричними функціями, функціями Макдональда та Віттекера.  
Висновки. Розглянуте у статті нове узагальнення ейлерового інтегралу І-го роду відкриває широкі можливості для вико-
ристання ейлерових інтегралів у теорії спеціальних функцій, у прикладних математичних і фізичних задачах. Планується засто-
сувати r-узагальнені бета-функції до розв’язання нових задач теорії ймовірностей, математичної статистики, теорії інтегральних 
рівнянь тощо. 
Ключові слова: узагальнення ейлерового інтегралу І-го роду; r-узагальнені бета-функції; гіпергеометрична функція; функ-
ція Макдональда; функція Віттекера. 
Н.А. Вирченко, Е.В. Овчаренко 
ОБОБЩЕНИЕ ЭЙЛЕРОВОГО ИНТЕГРАЛА ПЕРВОГО РОДА 
Проблематика. В статье введено новое обобщение эйлерового интеграла I-го рода (бета-функции), исследованы их ос-
новные свойства. Такие обобщенные функции занимают особое место среди специальных функций благодаря их широкому 
применению в многочисленных разделах прикладной математики. 
Цель исследования. Изучение нового обобщения бета-функции и его применение к вычислению новых интегралов. 
Методика реализации. Для получения результатов были использованы общие методы теории специальных функций. 
Результаты исследования. Введено новое обобщение ейлеревого интеграла I-го рода. Для соответствующих r-обоб-
щенных бета-функций были получены важные функциональные соотношения и формулы дифференцирования. Для широкого 
применения в теории интегральных и дифференциальных уравнений являются существенными теоремы о связи новых бета-
функций с классическими гипергеометрическими функциями, функциями Макдональда и Уиттэкера.  
Выводы. Рассмотренное в статье новое обобщение эйлерового интеграла I-го рода открывает широкие возможности 
для использования эйлеровых интегралов в теории специальных функций, в прикладных математических и физических зада-
чах. Планируется применить r-обобщенные бета-функции к решению новых задач теории вероятностей, математической ста-
тистики, теории интегральных уравнений и др. 
Ключевые слова: обобщение эйлерового интеграла I-го рода; r-обобщенные бета-функции; гипергеометрическая функ-
ция; функция Макдональда; функция Уиттэкера. 
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